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LOSUNGEN FUR 7. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Lineare Gleichungssysteme und der Gauf3-Algorithmus

Aufgabe 1. ((Alleine) 4P)

Berechnen Sie die Losung des linearen Gleichungssystems A - x = b, wobei
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Schreiben Sie dazu das Gleichungssystem als erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) und verwenden
Sie Zeilen- und Spaltenumformungen um das Gleichungssystem zu 16sen.

Aufgabe 2. ((Alleine) 2P+2P)

(a) Bestimmen Sie abhingig von den Parametern o und 8 die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems A(a)x = b(3), wobei

1 2 242 3+48
Ala)=11 34+a 1+a],bB)=1|4+28
3 6 7T+ Ta 94 148

b) Finden Sie eine regulidre Matrix S € R3*3, sodass
( g :

1 2
S 1 3
1 -1

in Treppenenform ist.
Hinweis: Denken Sie an Zeilenumformungen und notieren Sie sich die dazu dquivalenten Ma-

trizmultiplikationen.
Loésung 2.
(a) Es gilt
1 2 24 2a | 3448
(A(a)|b(B)) = 1 34a 1+a | 4+28
3 6 T+ 7a | 9+ 1453
1I-1 1 2 242« | 3448

ML (A(a)[b(8) = R
+ «
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Schreiben Sie Namen und Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder sowie Thre Ubungsgruppe gut
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1. Fall o = —1:
Wir ehalten

1 2 0]3+45
0 0 0|1—-28
0 00 25
Es gibt kein 8 € R, sodass 28 = 0 und 1 — 28 = 0. Damit ist das LGS fiir & = —1 nicht 16sbar.

2. Fall a # —1:

Dann hat die Matrix (A(a)|b(8)) Rang 3 und es gibt unabhiingig von 8 € R genau eine
héssliche Losung.

(b) Es A3, € R3*3 die Additionsmatrix, die das a-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert.

Fur
1 2
My = 1 3
1 -1
gilt dann:
1 2 1 9 10
AGY - AGY My=( 0 1 und A3,-A5Y 1o 1 |={0 1
0 =3 0 -3 00

Setze also S := A3, 'Aﬁff) 'A;(g,_11) 'Aé,_ll)-
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Aufgabe 3. ((Gruppe) 4P)

Es sei V = R” und fiir ¢ € {1,...,n + 1} seien Vektoren v; € V gegeben. Zeigen Sie, dass fiir
1 <i<n+1 Skalare \; € R existieren mit A; # 0 fiir mindestens ein i, sodass

)\1'Q1+>\2'y2+"'+>\n+1'gn+1:0

gilt.
Hinweis: Versuchen Sie das Problem mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems zulosen. Dabei
wird IThnen der Rang der Treppenform sicher weiterhelfen.

Losung 3.

Es sei v;' = (v14,v2,4,...,0n,:)" € R” fiir i € {1,...,n}. Es sei M € R"*"*! die Matrix definiert
durch M(l,i) =v,; firl € {1,...,n} und ¢ € {1,...,n + 1}, das heifit

V1,1 V12 .- Uln+l

V21 V22 ... U2n41
M =

Un,1 Un2 ... Un,n+1

Nach dem GauBverfahren existiert eine regulire Matrix S € Gl,(R), sodass S- M = T gilt fiir eine
Matrix 7' € R™*"+1 in Treppenform. Durch vertauschen der v, kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass T von der Form

1 0 ... 0 t17r+1 t17n+1

0 1 0 ... 0 tQ’rJr] tQ’nJrl
T = 0 L0

0 0 1 trpg1 o i trpyr

0 0 O 0 0

O ... ... 0 0 O0... ... ... 0

ist. Dabei ist r = Rang(T) < n + 1.
Nun betrachte das lineare Gleichungssystem T - A = 0 mit

it A = (Al,...,)\n+1)t € R*"*!. Da
r = Rang(T) < n + 1 gilt, folgt sofort L* = IL(T'|0) = L(M]|0) # {

——

Aufgabe 4. ((Gruppe) 2P+2P)
Wir definieren eine Relation ,~“ auf R™*™ den reellen n x n Matrizen, durch

A~B & 35 TeGl,,(R): A=S-B-T.

“

(a) Zeigen Sie, dass die Relation ,~“ eine Aquivalenzrelation auf R"*" definiert.

(b) Zeigen Sie, dass es n + 1 Aquivalenzklassen beziiglich ,~“ auf R"*" gibt, némlich [0]. und
[My]~ fiir 1 <k < n, wobei M}, € R"*"™ eine Block-Matrix der Form

Mk::(% 8>€Rnxn
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ist.
Hinweis: Denken Sie an den Gauf-Algorithmus, Zeilen- und Spaltenumformungen.

Losung 4.

(a) e FirAeR"™™und S,\T=1, €Gl,(R)gilt S-A-T=A.
e Es seien, A, B € R"*" mit A ~ B, d.h. es existieren Matrizen S,T € Gl,(R) mit A =
S B-T. Daraus folgt B=S"1AT! fir S~1, T7! € G1,,(R).
e Esseien A, B,C € R"*"™ mit A ~ B und B ~ C dann existieren Matrizen S1, Ss, 711,715 €
Gln(R) Inlt B = Sl ATl und C = Sg'B'TQ fur S = SQ'Sl S Gln(R) und T = T1 -TQ S
Gl,(R) gilt dann C =S - A-T.

(b) Es sei 0 # A € R™*". Nach dem Gaufl Algorithmus existiert eine invertierbare Matrix S €
Gl,(R), sodass S - A Treppenform hat, das heifit S - A ist von der Form

0 0 1,;, * 0 % 0 % 0 1
0 0 0 1y, * 0 % 0 2
0 0 0 1s; * 0 3
0 0 * 0

S ’ A - 0 0 1T7j7‘ r
0 0
0 . 0 n

Wobei r = Rang(S - A). Fiir die transponierte Matrix (S - A)! = At - S € R**" folgt

0 0 0 0 o0 --- 0
0
117]'1 O
s5.-at=| * 0
0 125, 0
* * 0
0 0 135, 0
* * * * 0 :
0 0 0 1 0 -+ 0

GauB Algorithmus angewendet auf (S - A)! liefert ein T € Gl,(R) mit

) e RTLX1’L.

I,

~t-t: =
T -A"- 5" =M, <0

o 1o

Also S - A-Tt = M, € R*"*",
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