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Lösungen für 7. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Lineare Gleichungssysteme und der Gauß-Algorithmus

Aufgabe 1. ((Alleine) 4P)

Berechnen Sie die Lösung des linearen Gleichungssystems A · x = b, wobei

A =


6 3 2 3 4
4 2 1 2 3
4 2 3 2 1
2 1 1 3 2

 , b =


5
4
0
1


Schreiben Sie dazu das Gleichungssystem als erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) und verwenden
Sie Zeilen- und Spaltenumformungen um das Gleichungssystem zu lösen.

Aufgabe 2. ((Alleine) 2P+2P)

(a) Bestimmen Sie abhängig von den Parametern α und β die Lösungsmenge des linearen Glei-
chungssystems A(α)x = b(β), wobei

A(α) =

1 2 2 + 2α
1 3 + α 1 + α
3 6 7 + 7α

 , b(β) =

 3 + 4β
4 + 2β
9 + 14β

 .

(b) Finden Sie eine reguläre Matrix S ∈ R3×3, sodass

S ·

 1 2
1 3
1 −1


in Treppenenform ist.
Hinweis: Denken Sie an Zeilenumformungen und notieren Sie sich die dazu äquivalenten Ma-
trixmultiplikationen.

Lösung 2.

(a) Es gilt

(A(α)|b(β)) =

 1 2 2 + 2α 3 + 4β
1 3 + α 1 + α 4 + 2β
3 6 7 + 7α 9 + 14β


II-I

III-3I−→ (Ã(α)|b̃(β)) =

 1 2 2 + 2α 3 + 4β
0 1 + α −1− α 1− 2β
0 0 1 + α 2β
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1. Fall α = −1:
Wir ehalten  1 2 0 3 + 4β

0 0 0 1− 2β
0 0 0 2β


Es gibt kein β ∈ R, sodass 2β = 0 und 1− 2β = 0. Damit ist das LGS für α = −1 nicht lösbar.
2. Fall α 6= −1:
Dann hat die Matrix (Ã(α)|b̃(β)) Rang 3 und es gibt unabhängig von β ∈ R genau eine
hässliche Lösung.

(b) Es Aαi,j ∈ R3×3 die Additionsmatrix, die das α-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert.
Für

M0 :=

 1 2
1 3
1 −1


gilt dann:

A
(−1)
3,1 ·A

(−1)
2,1 ·M0 =

 1 2
0 1
0 −3

 und A3
3,2 ·A

(−2)
1,2 ·

 1 2
0 1
0 −3

 =

 1 0
0 1
0 0


Setze also S := A3

3,2 ·A
(−2)
1,2 ·A

(−1)
3,1 ·A

(−1)
2,1 .
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Aufgabe 3. ((Gruppe) 4P)

Es sei V = Rn und für i ∈ {1, . . . , n + 1} seien Vektoren vi ∈ V gegeben. Zeigen Sie, dass für
1 ≤ i ≤ n+ 1 Skalare λi ∈ R existieren mit λi 6= 0 für mindestens ein i, sodass

λ1 · v1 + λ2 · v2 + · · ·+ λn+1 · vn+1 = 0

gilt.
Hinweis: Versuchen Sie das Problem mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems zulösen. Dabei
wird Ihnen der Rang der Treppenform sicher weiterhelfen.

Lösung 3.

Es sei vi
t = (v1,i, v2,i, . . . , vn,i)

t ∈ Rn für i ∈ {1, . . . , n}. Es sei M ∈ Rn×n+1 die Matrix definiert
durch M(l, i) = vl,i für l ∈ {1, . . . , n} und i ∈ {1, . . . , n+ 1}, das heißt

M =


v1,1 v1,2 . . . v1,n+1

v2,1 v2,2 . . . v2,n+1

...
...

. . .
...

vn,1 vn,2 . . . vn,n+1

 .

Nach dem Gaußverfahren existiert eine reguläre Matrix S ∈ Gln(R), sodass S ·M = T gilt für eine
Matrix T ∈ Rn×n+1 in Treppenform. Durch vertauschen der vi können wir ohne Einschränkung
annehmen, dass T von der Form

T =



1 0 . . . . . . 0 t1,r+1 . . . . . . t1,n+1

0 1 0 . . . 0 t2,r+1 . . . . . . t2,n+1

...
. . .

. . .
. . .

...
...

...

0
. . .

. . . 0
...

...
0 . . . . . . 0 1 tr,r+1 . . . . . . tr,n+1

0 . . . . . . 0 0 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 . . . . . . 0 0 0 . . . . . . . . . 0


ist. Dabei ist r = Rang(T ) < n+ 1.
Nun betrachte das lineare Gleichungssystem T · λ = 0 mit λ = (λ1, . . . , λn+1)t ∈ Rn+1. Da
r = Rang(T ) < n+ 1 gilt, folgt sofort Lh = L(T |0) = L(M |0) 6= {0}.

Aufgabe 4. ((Gruppe) 2P+2P)

Wir definieren eine Relation
”
∼“ auf Rn×n den reellen n× n Matrizen, durch

A ∼ B :⇔ ∃ S, T ∈ Gln(R) : A = S ·B · T.

(a) Zeigen Sie, dass die Relation
”
∼“ eine Äquivalenzrelation auf Rn×n definiert.

(b) Zeigen Sie, dass es n + 1 Äquivalenzklassen bezüglich
”
∼“ auf Rn×n gibt, nämlich [0]∼ und

[Mk]∼ für 1 ≤ k ≤ n, wobei Mk ∈ Rn×n eine Block-Matrix der Form

Mk :=

(
Ik 0
0 0

)
∈ Rn×n
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ist.
Hinweis: Denken Sie an den Gauß-Algorithmus, Zeilen- und Spaltenumformungen.

Lösung 4.

(a) � Für A ∈ Rn×n und S, T = In ∈ Gln(R) gilt S ·A · T = A.

� Es seien, A,B ∈ Rn×n mit A ∼ B, d.h. es existieren Matrizen S, T ∈ Gln(R) mit A =
S ·B · T . Daraus folgt B = S−1AT−1 für S−1, T−1 ∈ Gln(R).

� Es seien A,B,C ∈ Rn×n mit A ∼ B und B ∼ C dann existieren Matrizen S1, S2, T1, T2 ∈
Gln(R) mit B = S1 ·A ·T1 und C = S2 ·B ·T2 für S = S2 ·S1 ∈ Gln(R) und T = T1 ·T2 ∈
Gln(R) gilt dann C = S ·A · T .

(b) Es sei 0 6= A ∈ Rn×n. Nach dem Gauß Algorithmus existiert eine invertierbare Matrix S ∈
Gln(R), sodass S ·A Treppenform hat, das heißt S ·A ist von der Form

S ·A =



0 . . . 0 11,j1 ∗ 0 ∗ 0 ∗ 0
0 . . . . . . 0 0 12,j2 ∗ 0 ∗ 0
0 . . . . . . . . . . . . 0 0 13,j3 ∗ 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗ 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1r,jr
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0



1
2
3
...
r
...

n

Wobei r = Rang(S ·A). Für die transponierte Matrix (S ·A)t = At · S ∈ Rn×n folgt

(S ·A)t =



0 0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0
...

...
...

...
...

...

11,j1 0
...

...
...

...
...

∗ 0
...

...
...

...
...

0 12,j2 0
...

...
...

...

∗ ∗ 0
...

...
...

...

0 0 13,j3 0
...

...
...

∗ ∗ ∗ ∗ 0
...

...
0 0 0 1r,jr 0 · · · 0


Gauß Algorithmus angewendet auf (S ·A)t liefert ein T ∈ Gln(R) mit

T ·At · St = Mr =

(
Ir 0
0 0

)
∈ Rn×n.

Also S ·A · T t = Mr ∈ Rn×n.
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